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INTRODUCTION 
Dans cet article, now poursuivons l’etude des transpositions (i.e., des 
antiautomorphismes involutifs) de M, entreprise dans [ 121 et nous en 
obtenons une classification complete, a conjugaison pres, pour les facteurs 
injectifs de type III,, I # 1, ainsi que pour le facteur d’Araki-Woods de 
type III 1 . 
Si M est une algebre de Von Neumann, nous noterons, comme dans [ 121, 
Aut(M), le groupe de ses automorphismes, muni de la topologie de la 
convergence simple en norme sur le predual M* ; E,, l’homomorphisme 
canonique de Aut(M) sur Out(M), quotient de Aut(M) par Int(M), le groupe 
des automorphismes interieurs de M; Ant(M), I’ensemble des 
antiautomorphismes de M et A(M), le groupe Aut(M) U Ant(M). 
Rappelons la definition suivante et le resultat principal de [ 121. 
DEFINITION. Soient M, une algebre de Von Neumann et H, un sous- 
groupe de A(M). Deux elements de A(M) a et p sont dits H-equivalents ’il 
existe 8 E H tel que a = 0 0 /? 0 8- *. 
THBOR$ME 1. Soient a et p dew transpositions dun facteur de McDuff 
M (i.e., M est isomorphe ci M @ R ), ci p&dual s&parable. Alors, a et p sont - 
Int(M)-kquivalentes i et seulement si 
- 
a 0 p E Int(M). 
Dans le premier paragraphe, nous gineralisons, pour les algtbres de Von 
Neumann proprement infinies et de genre denombrable I’homomorphisme 
mod, defini dans [7], au groupe A(M). 
Dans le deuxieme paragraphe, nous Ctablissons une bijection entre les 
classes d’equivalence de transpositions d’un facteur de Krieger (i.e., le 
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produit croid d’une algtbre de Von Neumann abelienne diffuse, par un 
automorphisme rgodique 7’) infini et continu et les classes de conjugaison 
d’automorphismes involutifs de son flot des poids. 
Dans le troisiime paragraphe, nous appliquons les risultats du deuxieme 
aux facteurs continus, injectifs, “connus” de type III et obtenons la 
classification annoncee dans [ 111, a savoir: 
(a) Deux transpositions du facteur d’Araki-Woods de type III, sont 
conjuguees. 
(b) Pour chaque A E IO, 1 [, le facteur de Powers R,, posdde exac- 
tement deux classes d’equivalence de transpositions. 
(c) Si M est un facteur injectif de type III,,, il existe une bijection 
entre les classes d’equivalence de transpositions de M et les classes de 
conjugaison d’automorphismes involutifs du flot des poids de M. 
Pour chaque A E IO, l[, nous exhibons aussi une transposition de R, de 
module fi modulo {lnJnsZ et, pour tout n E N un facteur injectif de type 
III, avec n classes d’equivalence de transpositions. 
Cet article reprisente la deuxieme partie de ma these, prisentee i 
l’universite de Neuchatel. Je remercie le Professeur Bader, qui m’a soutenu 
tout au long de ce travail, ainsi que MM. Aubert, Besson, de la Harpe et 
Jones des fructueuses conversations, que j’ai eues avec eux. Cet article a pu 
etre rtalisl grace i l’aide du Fonds national suisse de la recherche scien- 
tifique (requ2tes no.: 2237-079 et 2643-080). 
1. GBNBRALISATION DE L'HOMOMORPHISME FONDAMENTAL 
Le but de ce paragraphe st la generalisation aux antiautomorphismes de 
l’homomorphisme fondamental mod, defini dans [ 7, Definition IV. 1.11. 
Celle-ci est don&e dans 1.7 et est basie principalement sur le lemme 1.1, ou 
nous prouvons que si M est une algebre de Von Neumann; $, un poids 
normal, lidele, semi&i sur M et a E Ant(M), alors 
(Tf tfo,-’ = (r 0 at, 0 a-1 pour tout t E R. 
Les propositions 1.9 et 1.10 et le thtoreme 1.12 sont des extensions aux 
antiautomorphismes des propositions IV. 1.2 et IV. 1.3 et du theoreme IV. 1.10 
de [7]. 
Dans la proposition 1.13, nous montrons que, si M est le produit croisi 
dune algebre de Von Neumann N, par un sous-groupe denombrable G de 
Aut(N), tout antiautomorphisme de N, commutant a l’action de G, se 
prolonge en un antiautomorphisme de M. 
Soit M = W*(L”(R,p), T), un facteur de Krieger de type II, ou III. 
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Dans la proposition 1.15, nous prouvons que la transposition canonique sur 
M, obtenue en prolongeant, via 1.13, l’identite sur Lm(L?, ,u), est de module 1. 
LEMME 1.1. Soit 4 un poids normal, fidt?le, semi-$X SW une algPbre de 
Van Neumann AL Si a E Ant(M), le groupe d’automorphismes modulaires de 
M, associe’ ci 4 o a - ‘, est don& ainsi: 
Dt!monstration. Rappelons que %/y^m = {x E M ( #(x*x) < co } est un ideal 
i gauche de M et que J* =X:X* cX6 nJ’“$ est une sous-algebre de M. 
Comme {a 0 a?, 0 a-‘}lslR est un groupe a un parametre d’automorphismes 
de M, qui laisse Q o a-r invariant, il suffrt ([20, Thloreme 10.17]), pour 
dlmontrer le femme, de verifier que, relativement i ce groupe, 4 o a - ’ 
satisfait les conditions K.M.S., pour toute paire d’elements de &, oa _, . 
Remarquons tout d’abord, que </TmO,-, = a(4.f) et done que: .M$ ~a -, = 
a(&#). En effet, soit x E J$. On a alors 
Q 0 a-‘(a(x) a(x*)) = 4 0 a-‘(a(x*x)) = #(x*x) < co 
et done, 1’CgalitC cherchee. 
Soient x, y EM@,,-,. Comme $ satisfait les conditions K.M.S., 
relativement a {a:),,, et que a- l(x), a- ‘(y) E-H@, il existe une fonction 
L- I(xj,a-,(yj, continue, bornee dans la bande D = ([E C 10 < Im c< 1 } et 
analytique a I’intbieur telle que 
fa- l~xl,a-ldt) = fWW’W a-‘(u)) 
f*- l~x~,o-l~y~(t + 9 = 9W’W 4W’CW 
Posons &,,(C) =L-l~xl,a-l~y~ ([), [ E D. Comme (0:) laisse $ invariant, nous 
avons, pour t E F? 
F,,,(t) =L-~wa-‘w (t) = 4WYa-‘(x)) a-‘(y)) 
=~(a-‘(x)u~toa-l(y))=~~a-‘(a~u~l~a-’(y)x) 
&,& + 9 =fu-~,~-l~~~ (t f i) = $(a-‘(y) @(a-l(x))) 
=(S(uQ_,oa-’ (y)a-‘(x))=#oa-‘(xaout,oa-‘(y)). Q.E.D. 
Si M est une algebre de Von Neumann et 4, un poids normal, fidile, semi- 
tini sur M, notons, comme de coutume, M, = {x E M 1 u:(x) = x, Vt E R }, le 
centralisateur du poids $. Nous avons alors immediatement le lemme 
suivant: 
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LEMME 1.2. Soient M, 4 et a comme dans 1.1. Alors, a d&nit, par 
restriction, un anti-isomorphisme de M, sur M,,,-, . 
Remarque 1.3. Soient M, # comme dans 1.1 et a E Am(M). Alors, a 
detinit par restriction un isomorphisme de M, sur M,.,-, , car ([4, Lemme 
1.2.101) 
0, @.a- = a o gb o a-1 pour t E IR. 
Dans ce qui suit, M denotera une algebre de Von Neumann proprement 
infinie, de genre denombrable. 
Rappelons quelques definitions de [7]. Si 4 est un poids normal, semi&i 
sur M, son support, s(g), est le projecteur e de M tel que $( 1 - e) = 0 et que 
la restriction de Q a M, soit lidele; son groupe d’automorphismes modulaires 
{r$ } est le groupe d’automorphismes modulaires, associes i la restriction de 
d i M,. Le centralisateur M, de 4 est la sous-algebre de Von Neumann de 
M,, qui est laisde lixe point par point sous (a:}. 
Pour un poids normal, semi-fmi $ sur M et un operateur partiellement 
isometrique u de M avec UU* E M,, on detinit un nouveau poids 4, par 
o,(x) = #(uxu*), Vx E M,. 
Deux poids normaux, semi-finis 0 et y sur M sont dits equivalents (4 - w) 
s’il existe une isometric partielle u de M avec ~(4) = UU* et s(w) = U*U et 
telle que w = 4,. Si 4 = v,, pour un optrateur partiellement isometrique u 
avec uu* E Me, 4 est dit sous-equivalent a w (4 < u/). 
Soient 4, w deux poids normaux, semi-finis sur M et 0 = O(#, v/), le poids 
defini, sur P = M 0 F,, par 
( 
2 
0 C Xi,j@ ei,j =#(xl*> + Vtx22) 
i,j=l 1 
pour Cf,j=,~i,j@ei,,>O, oti (ei,j)lCi,jC2 est un s.u.m. du facteur de type 
I,,F,. 
Nous noterons, comme dans [7, Definition 1.1.51, c,(v) E Z(M,), le 
projecteur du centre de M,, defini par l’egalite 
c,(v) 0 e,, = Z&(W) 0 e22M4) 0 d 
oti, pour x E P,, Zpe(x) designe son support central dans P,. 
Remarque 1.4. Rappelons ([7, Lemme I. 1.61) les resultats suivants: 
Soient 6, w et o trois poids normaux, semi-finis sur M. 
(a) Pour toute isometric partielle 2, E M avec vu* E M,, c,(w,) est le 
support central de uu* dans M,. 
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(b) Pour tome isomitrie partielle u E M avec vu* E M, 
c,J$> = 0 *cA>u- 
Cc) 4 -=c I * c,(O) < c,(v)- 
LEMME 1.5. Soient M, 4, v/ comme ci-dessus et a E A(M). On a, alors 
C Boa-I(~ 0 a-‘> = a(c,(w>>. 
Dkmonstration. Soit C, la transposition de F,, delinie par t(ei*j) = ej,i 
pour l~i,j,<2.D’unepart,siaE:Ant(M),commeO((oa-’,y/oa-‘)= 
O($, iy) 0 (a @ t)-’ et que s(d 0 a-‘) = a(s($)), on verifie, par le lemme 1.2, 
ve 
a(c,(ul)> 0 ell = (a 0 NC,(V) 0 e, d 
= (a 0 f)(ZPecb,B,(s(v) 0 e2MQ)) 0 Ed 1)) 
=z, e,,~,-,,,o,-,,(~(~ 0 a-‘> 0 edW 0 a-‘) @ end 
=c~~~-~(Yo~-‘)@~,,. 
D’autre part, si a E Aut(M), comme 
O(tioa-‘,tyoa -‘)=O($,y/)o(a@l)-’ 
et que (a @ l)(P,(, .,) = PB(gOn-,,r,,n-,), un m2me calcul que ci-dessus 
termine la demonstration du lemme. Q.E.D. 
Soit (PM, FM), le flot lisse des poids sur M ([7, Definition 11.2.6 I). Notons 
WJM), l’ensemble des poids normaux, semi-finis et integrables sur M. 
Rappelons ([ 7, Theoreme I. 1.11, p. 503 1) que P, est une algebre de Von 
Neumann abtlienne et qu’il existe une application pM de W,,,(M) sur 9(P,), 
l’ensemble des projecteurs de PM, qui induit une bijection, preservant l’ordre 
entre l’ensemble des classes d’equivalence de poids normaux, semi-finis, 
integrables et de multiplicite infinie et 9(PM). Rappelons, de plus, que Fy 
agit pour 1E IRT, comme la multiplication par A, c’est-i-dire que 
F,M(p,($)) = P&V) pour ,4 > 0 et d E Wi,JM). 
Soit W, un poids dominant sur M [7, Definition 11.1.21. 
Remarque 1.6. L’application c&) F+ p,,,(4), oti 4 E Wint(M), s’ltend de 
manike unique en un isomorphisme p, de Z(M;) sur P, [7, Definition 
11.2.6, Theortme I. 1.111. 
Soit aEA(M). Comme W o a-i est aussi un poids dominant sur M, 
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fi0a-l et 3 sont unitairement equivalents [7, Theoreme 11.1.11. Done, il 
existe un unitaire u E M tel que 
f30a -‘=GoAdv. 
Posons p,, la restriction de Ad u a Z(M;,,-,). Comme, par 1.4(b), 
c,,,-,(d) = v*c&)v, 4 E W&4), p, est l’unique isomorphisme de 
Z(M,,,_,) sur Z(M,) tel que 
De plus, comme par 1.2 et 1.3, M,,,-, = a(M,), la restriction de a h Z(M,) 
definit un isomorphisme de Z(M,) sur Z(M,.,-,). En considirant pn o a, 
nous obtenons un automorphisme de Z(M,), qui satisfait 
P, 0 akA9)) = cd9 0 a- ’ ), 
et qui est done determine de maniere unique. 
Soit Aut(F”“) = (a E Aut(P,) ] (I o Fy = Fy o u, L E R T } et posons, par 
1.6: 
DEFINITION 1.7. A tout a E A(M) correspond un unique element mod(a) 
de Aut(F”), delini par la condition 
mod(a) P&) = ~~(0 0 a- ’ ), 9 E wint(“)- (“1 
L’application mod de A(M) dans Aut(F”‘), ainsi definie, est clairement un 
homomorphisme de groupe, par (*), ce qui justifie la definition suivante: 
DEFINITION 1.8. L’application mod de A(M) dans Aut(F”) est appelee 
l’homomorphisme fondamental. 
PROPOSITION 1.9. Si M est un facteur de type II,, d pridual &parable, 
alors Papplication I E R 7 w Fy E Aut(F”) est un isomorphisme. Pour tout 
a E A(M) et tout trace T normale,JdZle, semi-finie sur M, nous avons 
r o a-’ = mod(a)? 
oti mod(a) = Fy est identifie avec L E I?:. 
PROPOSITION 1.10. (i) Si M est un facteur de type III,, 0 < J < 1, d 
predual &parable, alors l’application i E R T ++ Fr;” E Aut(F”) est un 
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homomorphisme de R f sur Aut(F“‘), dont le noyau est S(M) n 147 T. Pour 
tout a E A(M) et tout trace generalisee I# 14, 4.3 ], nous avons 
#oa -‘-n.$j avec mod(a) = F;:. 
(ii) Si M est de type ZZZ, alors mod(a) = 1, pour tout a E A(M). 
Comme 1.9 et 1.0 s’obtiennent par une extension immediate aux 
antiautomorphismes des propositions IV.1.2 et IV.1.3 de [ 71, nous omettrons 
leur preuve. 
LEMME 1.11. Soient a E A(M) et W, un poids dominant sur M. Alors, 
a E ker(mod) si et seulement s’il existe a, avec a, o a -’ E Int(M) tel que 
6 o a, = W et la restriction de a, ci Z(MJ est l’identite. 
Demonstration. Comme CT, et W 0 a-’ sont unitairement equivalents, il 
existe un unitaire v E M tel que 0 o a-’ = G o Ad v. Posons a, = Ad v o a. 
Nous avons alors ti 0 a, = 6. De plus, pour tout 4 E W,,,(M), comme 
mod(a) = 1, nous avons, par le lemme 1.5 et la remarque 1.4(b) 
c;(4) = cG($ 0 a-‘) = c,(# 0 a;‘) = c,,,;.,($ 0 a;‘) = a,(c,(#)) 
ce qui termine la demonstration de la premiere partie du lemme. Inversement, 
comme, par hypothese, a J IZtMGj = 1 et que W 0 a; ’ = W, nous avons, pour 
tout # E wi”t(M), 
et done, par la remarque 1.4, c,(# o a-‘) = c,(o) ce qui termine la 
demonstration du lemme. Q.E.D. 
Dlmontrons maintenant une genlralisation du theoreme IV. 1.10 de [ 7 1. 
THBOR~ME 1.12. Soient M, un facteur de type III,, ,I # 1, a predual 
separable et a E A(M). Les assertions suivantes sont equivalentes: 
(i) mod(a) = 1. 
(ii) II existe q$ un &at normal,jTdele sur M et un unitaire u de M tels 
we 
go(Aduoa)=# et Ad u 0 alzCM,) = 1. 
(iii) Pour tout E > 1 tel que ]E- ‘, E[ n S(M) = { 1 }, il existe 4 un &at 
normal, fiddle sur M et un unitaire u de M tel que Ad u 0 a satisfait (ii) et 
sp@,)n I&-J,E[ = {l), ozi A, est Poperateur modulaire correspondant a 
WY 4 1. 
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Dkmonstration. Par le theortme IV.1.10 de [7], now pouvons supposer 
d’une part, que a E Ant(M) et d’autre part, en utilisant le lemme 1.11 et en 
effectuant une preuve tout a fait semblable a celle de IV. 1.10, que l’im- 
plication (i) G- (iii) est demontree. Comme (iii) * (ii) est trivial il ne reste 
plus a prouver que (ii) => (i). 
Commencons par definir une transposition t de F, = 9(L2(IR)). Soit J, la 
conjugaison de L’(R), ainsi delinie: @f)(p) = f(--p), Vf E L*(iR) et posons, 
pour tout x E F, , r(x) = Jx*J. 
Pour chaque t E IR, soit U,, l’unitaire de F, tel que 
Wt.!-)(P) = f(P + t)v fEL2(IR), tE R 
et soit U, l’isomorphisme de La(R) dans F, tel que 
U(exp(it.)) = U,, tE R. 
Comme z(U,) = U,, t E IR, la restriction de r a U(Lm(lR)) est l’identite. 
Notons Tr, la trace usuelle sur F, et w, le poids normal, lidele, semi-fini 
sur F, tel que 
(Do: D Tr), = U,, tE R. 
Rappelons que 07 = Ad U,, t E F?, et remarquons que a;” = u;“, t E F?. En 
effet, par le lemme 1.1, nous avow 
of”“‘= 7 0 o”, os=scAdU::or=Adr(U,)=AdU,=oS”, tElR 
Par consequent, par le corollaire 1 de [20, C.lO.41, il existe un scalaire 1 > 0 
tel que o o t = ~IJ et done, comme r est une transposition, L = 1. Nous 
avons done verifie que 
007=w. 
Demontrons maintenant l’implication cherchee. Par hypothese, il existe un 
antiautomorphisme a,,, avec a0 0 a- ’ E Int(M) et 4, un Ctat normal, tidele 
sur M tels que d 0 a, = Q et cfO]z(M,) = 1. Considbrons les produits tensoriels 
li? = M @ F,, 6 = 4 @ o et cl0 = a,, 0 7. Par [ 7, Theoreme II. 1.31, 6 est un 
poids dominant et par la demonstration de [7, Theoreme 11.5.11, Z(M,) est 
une sous-algebre de Von Neumann de Z(M,) @ U(Lm(R)). Comme la 
restriction de a,, a Z(M,) et celle de 7 a U(L”(lR)) est l’identite, 6, laisse 
fixe point par point Z(M,). De plus, W 0 E, = W, car # 0 a0 = fi5 et w 0 7 = w. 
Par consequent, par le lemme 1.11, nous avons mod(&) = 1. Comme 
mod(a) = mod(a,), une application du lemme suivant termine la 
demonstration de 1.12. 
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LEMME 1.12.1. Soient M, une algibre de Von Neumann proprement 
infinie et a E Ant(M). Si t est un antiautomorphisme de F, = Y(L2(9)), 
l’antiautomorphisme a @ 5 est exttfrieurement conjugue’ ri a. 
Dkmonstration. Soit {e,},= , 2 . 1 1.3 une famille denombrable de projecteurs 
deux I deux orthogonaux, tels que e, - 1, pour tout n > 1 et CF=, e, = 1. 
Soit W,, I T une suite d’isometries partielles de M avec uzu, = 1 et 
v v* =e,. Soit {A,j 1 1 <i, j< co}, un s.u.m. de F,. Pour chaque XE M, 
pksks 
xii= v,*xvj et u(x)= 2 xi,j@A,j. 
i,j= I 
Alors, u definit un isomorphisme de M sur M @ F,. Soit y la transposition 
de F,, definie par Y(&,~) = &,) (1 6 i, j < co) et montrons que a est 
extlrieurement conjugue i a @ y. En effet, posons, pour tout m > 1, 
w,=u(u,), ii=uoaou-’ et u = Cp!, w,ti(w,). On verifie, par calcul 
direct, que u est un unitaire de M @ F, . Soit x, un element arbitraire de M 
et posonsy=x@ 1. On a 
u-‘(y)= f vkxv: 
k=l 
Ad u o C?(Y) = 2 W,ki(W”) c?(y) ci(w,*) w,* = f w, acw,* YW,> w,* 
n,m=l n.m= I 
De plus, comme 1 @A,j = w[w,F pour 1 < i, j < CO, nous avons 
Ad u o fi(l @A,,) = c W,S(W,)E(WiWi*)E(W,*)W,*= WjE(Wi*WjWi*Wj)Wi* 
n.m 
= WjE(l)Wi* = 1 of,,,. 
Donc,Aduouoaou-‘= a @ y et comme 7 = Ad v o y air v est un unitaire 
de F, , le lemme est dtmontre. Q.E.D. 
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1.13. 
Soient N c V(H), une algtbre de Von Neumann; G, un groupe discret 
denombrable, qui opere par automorphismes ur N et M = W*(N, G) c 
V(L*(G, Z-Z)), le produit croise de N par G. Rappelons que si Z est 
l’isomorphisme canonique de N sur une sous-algebre de Von Neumann de AZ, 
M est engendree par les opirateurs Z(x), (x E N), et u,(g E G) d&finis ainsi: 
Si c (g E G E-+ r(g) E H) designe l’lliment generique de L2(G, H), alors 
Z(x) r(g) = g- ’ * x4&?), gE G, 
(%I MS) = ah - ‘d3 g, h E G. 
Rappelons aussi que tout element de A4 admet une unique representation 
CgSG Z(X,)U, et qu’il existe une esperance conditionnelle normale, fiddle de 
M sur Z(N), determinCe par 
E ( g&G Z(x,) ~8) =Z(xe) 
ou e designe l’eltment neutre de G. 
PROPOSITION. Soient M, N comme ci-dessus et A, la sous-algebre 
involutive de M des combinaisons lint!aires (finies) d’elements de la forme 
Z(x)u, (x E N, g E G). 
Si a est un antiautomorphisme de N, qui commute ci l’action de G, alors 
Papplication 5 de A sur A, dejkie par 
se prolonge en un antiautomorphisme de M. 
Demonstration. Montrons tout d’abord que CT detinit un antiauto- 
morphisme de A. Nous devons done verifier les relations E(xy) = C(y) n(x) 
et 6(x*) = C?(X)* pour x, y E A. Par linearite, il suffrt de le faire pour des 
paires Z(a) u, et Z(b) u,, . Or, nous avons 
E(Z(a)u,) = u,_,Z(a(a)) = Z(g-’ . a(a)u = Z(a(g-’ . a))f4-,, 
@(Z(b)u,) = u,-,Z(a(b)) = Z(a(h-’ . b))uh. ,. 
Done, 
336 T. GIORDANO 
De plus, 
cY(Z(a)u,)* = (u,-,I(a(a)))* = I(a(u*))u, 
et 
$(I(u)u,)*) = @(u,-,I(u*)) = a(l(g-’ e a*)~,-,) = u,l(a(g-’ . a*)) 
= ugZ(g-’ s a(u*)) =I(a(u*))u,. 
Soient MO, No et A0 les algibres opposees a M, N et A et soit E”, 
l’esperance conditionnelle de M” sur No, definie i l’aide de E. Par le 
theoreme II.1 de [I], il suffit pour terminer la demonstration de la 
proposition, de verifier que CT definit un isomorphisme de A sur A0 tel que 
E” 0 c?=c$,,,,, 0 El,. 
Or, cela est clair, car a est un antiautomorphisme de A et 
= E 1 I(a(g-’ . xR))un-, 
WCC G,) u,>) = W-Q)) = Mx,)). Q.E.D. 
Remurque 1.14. Soient M, N et a comme ci-dessus. Si a est de periode 
2n, il en est de meme de ~7. 
Soient Q, un espace borelien standard, muni d’une mesure de probabilite 
diffuse ,u; T, un isomorphisme rgodique de L! sur 0, de type II, ou III et 
M, le facteur de Krieger associb 
PROPOSITION 1.15. Soient M, comme ci-dessus et a, la transposition 
cunonique sur M, obtenue, via la proposition 1.13, par prolongement de 
l’identite’ sur Lm(f2, ,u). Alors, mod(a) = 1. 
Dbmonstrution. Si M est de type II,, Aut(F”) N RT, par la 
proposition 1.9 et done mod(a) = 1. Si A4 est de type III,, mod(a) = 1, par 
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la proposition 1.10(b). Nous pouvons done supposer que M est de type III,, 
If 1. 
Soit ,& l’etat normal, fiddle sur M, dual de la trace ,u sur L”O(J2,p). Par la 
proposition 1.1 de [ 191 et comme M est de type III, M, = Z(L“‘(R, ,a)) et 
done, la restriction de a i MC est l’identite. De plus, comme g = p o I- ’ o E, 
ou E est l’esperance conditionnelle de M sur Z(L a, (0, p)), ,U o a = i et une 
application directe du theordme 1.12 termine la demonstration. Q.E.D. 
2. CLASSIFICATION DES TRANSPOSITIONS DES FACTEURS 
DE KRIEGER CONTINUS ET INFINIS 
Le principal resultat de ce paragraphe est le theoreme 2.4. Nous y 
itablissons une bijection entre les classes d’equivalence de transpositions des 
facteurs de Krieger (i.e., produits croises dune algebre de Von Neumann 
abelienne par un automorphisme rgodique) infinis et continus et les classes 
de conjugaison d’automorphismes involutifs de leur flot des poids. 
Sauf indication particulibre, nous supposerons que toutes les algebres de 
Von Neumann, intervenant dans les paragraphes 2 et 3, sont isomorphes a 
des algebres agissant dans des espaces de Hilbert separables. 
PROPOSITION 2.1. Tous les facteurs de Krieger continus sont des facteurs 
de McDufl 
DPmonstration. Par unicite, a isomorphisme pris, des facteurs de Krieger 
de type II et III,, A # 0 [ 10, 151 et comme le produit tensoriel de deux 
facteurs de Krieger est encore un facteur de Krieger, 2.1 est vbifie dans ces 
cas. 
Soit M, un facteur de Krieger de type III,, . Comme M @ R l’est aussi, il 
suffh, par [3, Corollaire 7.61, de demontrer que les flots des poids de M et de 
M @ R sont isomorphes, pour terminer la preuve de 2.1. 
Soient X, un espace borelien standard, muni d’une mesure de probabilite 
diffuse ,u, un automorphisme rgodique T de X, quasi-invariant els que 
M soit Cgal a W*(L”O(X, p), T), 
le produit croid de L”O(X, p), par l’action de Z, correspondant au transpose. 
deT(i.e.,n.f=foT-“,pourfEL”O(X,y),nEZ). 
De m2me, soit R = W*(L”O(Z, v), S), ou S est une transformation 
ergodic, v-invariante de l’espace borelien standard Z, muni de la mesure de 
probabilitl diffuse u. 
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Soit p7, la fonction borelienne de Z x X, a valeur dans R, delinie par 
p,(n, x) = log + ;;-’ (x), (n, x) E H x x. 
Sur l’espace mesure produit (XX R, ,U @ m), oti m est la mesure de Lebesgue 
sur R. considerons les actions suivantes de B et de I? 
n’: (x, t) I-+ (T”x, t + log p&z, x)), n E iz, 
1, : (x, t) I-+ (x, t - s), SE F?. 
Par le theoreme [7, 11.6.21, le flot FM des poids sur M est isomorphe a 
l’action de R, induite par les A,, s E R, sur l’algebre des points fixes 
Lm(Xx R,p@m)‘d’nEz’. 
De meme, comme M @ R N I#‘*(,!, “(X X 2, p @ u), TX S), considerons la 
fonction borelienne pTX s de Z x H x X x Z a valeur dans R, dtfinie par 




et, sur l’espace mesure produit (X x Z X R, p 0 v 0 m), les actions de Z X z 
et I?, donnies par 
(ni): (x, z, t) t-+ (Tmx, S”‘Z, t + logp,,,(n, m; x, z)), 
4, : (x, z, t) F+ (x, z, t - s), 
0t.i (n, m) E Z x Z, s E I?. Or, comme S est v-invariante, nous avons, pour 
tout couple (n, m) E Z X iZ et presque pour tout x E X, z E Z, 
De plus, comme S est une transformation ergodique, 
~~(X~Z~~,~~v~m)~(“~~~cn~m~EzxE’~~”O(XXIR,~~m)’”‘“EE’ 
et le flot des poids de M @ R est isomorphe a celui de M. Q.E.D. 
Rappelons la proposition suivante, Cnoncle dans [8] et qui sera utilisee 
dans la demonstration de 2.3. 
PROPOSITION 2.2. Soit M, un facteur de Krieger infini, continu. Alors, - 
mod de3nit, par passage au quotient, un isomorphisme de Aut(M)/Int(M) 
sur Aut(F”‘). 
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Rappelons que deux antiautomorphismes d’une algibre de Von Neumann 
M sont dits equivalents ’ils sont conjugues par un automorphisme de M. 
PROPOSITION 2.3. Soient M, un facteur de Krieger infini, continu et a et 
p, deux transpositions de M. Alors, pour que a et /3 soient equivalentes, il faut 
et il suflt que mod(a) et mod@) soient conjugub par un automorphisme de 
FM. 
Demonstration. Comme mod est un homomorphisme, la nbcessite de la 
condition est Cvidente. Inversement, la restriction de mod a Aut(M) &ant 
surjective (Proposition 2.2), nous pouvons supposer que mod(a) = mod@) et 
done que mod(a o /I) = 1. Par consequent, (Proposition 2.2), a o p E I%(M). 
Une application du theoreme 1 dtmontre alors la proposition. Q.E.D. 
THBOR~ME 2.4. Soit M, un facteur de Krieger in&i et continu. 
L’homomorphisme fondamental induit une bijection des classes Ifequivalence 
de transpositions de M sur les classes de conjugaison d’automorphismes 
involuttfs de FM. 
Demonstration. Par la proposition 2.3, mod induit clairement une 
injection. La surjectivite rtsulte de la proposition suivante: 
PROPOSITION 2.5. Soient M, un facteur de Krieger infini, continu et a, 
un antiautomorphisme, dont le car& est approximativement inte’rieur. 
Alors, il existe une transposition fi de M avec mod(a) = mod@). 
Demonstration de 2.5. Si M est de type II,, comme a2 E a(M), 
mod(a*) = 1 et done, mod(a) = 1, car, par la proposition 1.9, 
Aut(F“‘) N IR T . Soit /3, une transposition de M (existence par 1.13). Comme 
mod(J) = 1, 2.5 est demontre dans ce cas. 
Si M est de type III, une application de la proposition 2.6 ci-dessous 
termine la preuve. 
PROPOSITION 2.6. Soient M, un facteur de McDuff de type III, ci predual 
separable et a un antiautomorphisme de M, dont le carre est approx- 
imativement interieur. I1 existe, alors, une transposition p de M avec 
a ODE=(M). 
Remarquons que, grace au theoreme [21, 3.71, cette proposition generalise 
aux automorphismes approximativement interieurs, le theoreme [ 2 1, 4.41 
pour les facteurs de McDuff de type III, a predual separable. 
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2.7. Demonstration de la proposition 2.6 
La demonstration de 2.6, qui est un developpement de celle du theoreme 2
151, se divise en trois parties. La premiere, composee du lemme 2.7.1, nous 
permet de supposer que p,(a’), la periode asymptotique de a’, est nulle et 
que, si o est un ultrafiltre libre sur N, il existe, pour tout entier n > 1, une 
partition de l’unite (Pj)ocjC2n dans M, telle que a,(Pj) = Pj+n + , . Le but 
principal de la deuxieme partie est la preuve de 2.7.6, qui sera applique 
inductivement dans la preuve du lemma 2.7.9. 
Le schema logique de la preuve est le suivant 
2.7.1 2.7.7 
1 1 
2.7.5 2.7.2 2.7.8 
1 1 t 
2.7.3 + 2.7.4 -+ 2.7.6 + 2.7.9 + fin de la demonstration de 2.6. 
LEMMA 2.7.1. Soient M, un facteur de McDufi a predual separable; 
p E Ant(M) et co, un ultrafiltre libre sur N. 
Ii existe alors un antiautomorphisme a de M, avec a 0 p-’ E Int(M) et 
satisfaisant les conditions suivantes: 
(a> P,(a”) = 0. 
(b) Pour tout entier n > 1, il existe une partition de l’unite’ (Pj)odjG2n 
dans M, telle que 
aw(Pj)=Pj+n+l pour O<j<2n. 
Remarque. Les indices sont calculls modulo 2n. 
Demonstration. Soit (wj)j>, une suite dense dans M* et soit (n,),,, , , la 
suite d’entiers, dont les premiers termes sont 1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 
4, 5, l)... . 
Par la proposition 2.3 de [ 121, il existe un unitaire b E M et une suite 
l(e~,jh(i,j<n,.lv>l d e s.u.m. de M, cornmutant deux a deux et satisfaisant les 
conditions suivantes: pour tout v > 1, 
(1) IIIeY,p W~lll G tn 2i;,2 pour r<v, O<i, j<n,. 
(2) Ad b 0 /3(e;,j) = ~~,i pour O<i, j<n,. 
Posons K,, le sous-facteur de M, engendre par les t$’ j. 
(3) Les K, engendrent un sous-facteur K de type II,, qui factorise M 
en K@K’nM. 
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Pour chaque v > 1, posons, si n, est pair (resp. impair) n, = 2p, (resp. 
n, = 2~” + 1) et b, = .ZL G+,“+ I,i. C’est un unitaire de K, et par (I), nous 
avons, pour r < v: 
(4) IIvr 0 Ad(b,b,-, *a- 4) - vr 0 Ad@-, **. b,)ll 
= Ilvr 0 Ad b, - w,ll = Ilk, wrlll G 2-” 
II vr 0 A@, L 1 a.- b,)* - I//, 0 Ad@,-, .-. &)*I] 
= II wr 0 Ad b,* - wrll = ll[V, wrlll < 2-“. 
- 
Posons x = lim,,, Ad(b,b,-, a-e b,) dans Aut(M). Par (4), x E Int(M) et 
par construction, nous avons, pour tout v > 1, 
x 0 Ad b 0 P(4’J = e;+p,+ I.i+p,+l pour O,<i, j<n,. 
Posons a = x o Ad b o p et veritions que p,(a’) = 0. 
Comme, pour tout n, impair (resp. pair) et 0 < i, j < n,, CZ2(eysj) = ep+l,j+, 
(resp. a2(e;,j) = e;+2,j+2) et que, par definition de la suite (n,),, , , tous les 
entiers y apparaissent une infinite de fois, a* est exterieurement conjugue a 
a* @ sj, pout tout p > 1, par definition des sj [6, Proposition 1.61. Une 
application du theoreme [5, 2.3. l] prouve alors que p,(a’) = 0. 
Pour demontrer 2.7.1 (b), considerons, pour n 2 1, l’ensemble JV = {v E N ] 
TZ, = 2n). Par definition de la suite (n,),, r, JV est un ensemble infini. Pour 
v EN, posons pJ = e;,j. Par construction, ((pjV)OGj62n)usMe est une suite de 
partitions de l’unid dans M, avec pour 0 < j < 2n et v E N 
Notons (‘jh <j< 2n 9 la partition de l’unite dans M,, reprisentee par la suite 
~(P.hl<j(*nlusN* Nous avons bien a,(Pj) = Pj+ ,,+ ,, ce qui termine la 
demonstration. Q.E.D. 
LEMME 2.7.2. Soient A4 comme ci-dessus et a E Ant(M), satisfaisant les 
conclusions de 2.7.1. Alors, pour tout n > 1, il existe une suite de partitions 
de Punite’ {(p~),,GjG2n}keN dans M et une suite (aJkeN d’unitaires de M telle 
que: 
(i) Il[wv Pi”111 yg+ O,pourO<j<2n,VyEM, 
(ii) (ak - 1) z 0, *-jiwtement. 
(iii) Pour tout k E N, Ad ak ~a(pjk)=pf+~+, (OGjG2n). 
DPmonstration. Comme M, est separable, par 2.7.1 et la proposition [ 5, 
1.1.31, il existe une suite de partitions de l’unite dans M, ((Pjk)o~j~zn}kE~ 
telle que, quand k -+ 00, 
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(a) (a(p$ - pi”, n + J 3 0, *-fortement. 
(b) Illw ~i”lll-0, VvEM*. 
Par (b), la vkrification de (i) est triviale. Par (a) et le lemme 15, 1.1.41, 
comme, pour tout 0 < j < 2n et tout k E N, a(~;) et pf+,,+ 1 sont des 
projecteurs Cquivalents, il existe (2n + 1) suites d’opkrateurs partiellement 
isomCtrwes i(z$keNhCjc2n de M avec z@$* = a(~$, (zr)*zj” = pf+“+, 
et (z; - a(pjk)) -+,k+m 0 *-fortement. 
Pour tout k E hJ, posons uk = C& (zf)*. C’est un unitaire de M tel que 
pour O<j<2n, 
Ad ak 0 a(~;) = P;,,, 1. 
De plus, le suite d’unitaires (a&N tend vers 1, *-fortement, quand k-, 00, 
ce qui termine la dbmonstration. Q.E.D. 
LEMME 2.7.3. Soient M, un facteur de McDufs, d p&dual &parable; a, 
un antiautomorphisme de M avec a2 E G(M) et p,(a’) = 0. Alors, il existe 
une suite (zJpEN dunitaires de M telle que, quand p --+ co, 
(a) Ad zP + a2 dans Aut(M). 
(b) (a(zL) - zp’) + 0, *-fortemen& Vr E Z. 
Dt!monstration. Par le lemme [5, 3.1.11, il existe une suite (yJPFN 
d’unitaires de M telle que, quand p + 00 
(i) Ad yp --t a2 dans Aut(M). 
(ii) (a’(yi) - yi) -+ 0, *-fortement, Vk E h. 
Pour tout p E IN, posons wp = a(y,*) y,*. C’est un unitaire de M. Comme 
Ad 4y.3 -)p-tm a2 dans Aut(M), par (i), 
Ad wp-+ 1 dans Aut(M), quand p-+ 03, 
et done, (w,),,~ est une suite centralisante. 
Soient w, un ultrafiltre libre sur IN et W, l’unitaire de M,, reprbsentk par 
<WJpsH. Nous avons a,(w) = W car, comme, pour tout p E N, 
a(w,) - wp = a(y,*)(a’(y,*) - y,*), les suites a(WJ,,N sont kquivalentes, par 
(ii) et le lemme [ 12, B.4.(2)]. Par le lemme [ 12, 1.11, il existe alors un 
unitaire V de M, avec a,(v) V = W. Soit (v,),,~ une suite d’unitaires de M, 
representant V. Nous avons alors Ad v,-+ 1 dans Aut(M) et 
(a(vP) v, - wp) --+ 0, *-fortement, quand p + w. Par conskquent, comme 
Ad a(y,) + a-’ dans Aut(M), cela implique, par le lemme [ 12, B.4.(2)], que, 
quand p + w, 
WV, y,> -+ a2 dans Aut(M) 
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et que 
w, Yp) - Yp* $7 + 07 *-fortement. 
Nous avons done montrk comment construire une suite zP = v,, yP d’unitaires 
satisfaisant 2.7.3(a) et 
w,> - $1 z 09 *-fortement. 
Soit r E iN et supposons que (a(~;) -z;‘) + 0, *-fort. Comme ((a(~;) - 
z;7 4zp))pQN et (zp’(a(zp) - z;‘)),,.~ tendent vers 0, *-fortement, il en est 
de m&me de la suite 
(a(zL+‘) - zp’-‘)peN. 
La condition 2.7.3(b) se dkmontre alors par induction. Q.E.D. 
LEMME 2.7.4. Soient M comme ci-dessus, a E Ant(M), satisfaisant les 
conditions de 2.7.3 et n, un entier > 1. Si (pj)O<jc *,, est une partition de 
hnite’ dans M telle que a(pj) = pi+,,+, pour 0 < j < 2n, alors il existe une 
suite (QeN sunitaires de M telle que, quand k + a~, 
(a) Ad uk + a2 dans Aut(M). 
(b) (a(u:) - uir) + 0, *-fortement, Vr E Z. 
(c) Pour tout k E N, ukpjuf = pj+,, pour 0 <j< 2n. 
Dbmonstration. Soit (z&~, une suite d’unitaires de M, satisfaisant les 
conclusions de 2.7.3. Comme, pour tout k E N, p,+ , = a2(pj) et zkpjzt sont 
des projecteurs de M Cquivalents et que par 2.7.3(a), 
(Ad Z/c(Pj) - Pj+ I) z 0, *-fortement, 
il existe, par le lemme [S, 1.1.4(b)], une suite d’oplrateurs partiellement 
isomktriques (x;)~~~ telle que 
(Xi”)*Xjk = ZkpjZk*, xi”@;> * = Pj + 1 
et 
(xj”-Pj+l)_;;-‘“, *-fortement. 
Pour tout k E IN, xk = cfaO x/” est un unitaire de M tel que 
(1) x,z,p,z,*x: = pj+ 1 pour 0 < j < 22, 
(2) (xk - 1) z 0, *-fortement. 
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Posons, pour tout k E N, uk = xkzk. Par (2), la suite (u,JkeN d’unitaires de 
A4, satisfait (a) et par (I), I’afftrmation (c) est verifiee, pout tout k E N. 
Pour verifier (b), remarquons que, pour tout r E Z, 
(3) ((xkzk)’ - zk) z 0, *-fortement. 
Soit r E N et supposons que 
((XkZkY - 4) z 09 *-fortement. 
Comme, pour tout k E N, nous avons 
(xkzky+’ - z;+’ = (Xk - l)z;+ ‘ + XkZk((XkZk)’ - z;>, 
nous obtenons, par le lemme B.4.2 de [ 121, que 
((XkZJ+ l - z;+ ‘) - 0, 
k+m 
*-fortement. 
L’assertion (3) se dimontre alors par induction. Comme, pout tout r E Z, 
a((xkzk)r) - (XkZk)-f = a((xkzk)r - z;) + cqz;> - z;’ 
+ (Zkr - (XkZk)-r) 
nous obtenons (b), par 2.7.3(b) et (3). Q.E.D. 
Pour chaque n E IN, nous denoterons, comme dans [5], par f, la fonction 
borelienne de T dans T, definie par 
fn(ei@) = p/n pour -71<ce<71 
et par JA,s, l’intervalle de T, de centre A et de mesure de Haar 2-24. 
LEMME 2.7.5. Soit n, un entier al. Pour tout m E N et E > 0, il existe, 
pour 1 < p < n, des polynhes (en z et z-‘) R,(z) = CltlCk ap,,zf, d coef 
ficients rbels tels que: 
(a> lR,(z) - WXZ”>-‘)~I Q 6, Vz E T, z” @J-,,,,,, 
(b) IR,(z)l < 2, Vz E T. 
Dbmonstration. Soit m E N et posons F(z) = zfn(z”)-‘. Par le thioreme 
de Stone-Weierstrass, choisissons, pour 1 < p < n, des polynomes (en z et 
z-‘1 Q,(z) = C 1f1 Gk b,,,z’ tels que: 
(9 IQ,@> - (&,(~“)-‘)~l< G Vz E T, z” @J-,,,,,, lQ,<z>l < 2, 
vz E T. 
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Posons, pour 1 < p < n, R,(z) = {(Q,(Z) + QJ.f)))>, Vz E T. Comme 
F(.q = F(z) pour tout z E T, z” f -1 
nous avons, par (i), 
IR,(z) - f’(~)~ I < f I Q,(z) - F(zlP I + f I Q,(f) - F(zjP I 
~fIQp<~~-~~~~Pl+fIQp~~~--F(~~pI 
< E. Q.E.D. 
Le lemme suivant est le principal resultat de la deuxieme partie de la 
demonstration de 2.6. 
LEMME 2.1.6. Soient M, un facteur de McDufl, a predual separable et a, - 
un antiautomorphisme avec a2 E Int(M) et satisfaisant les conclusions de 
2.1.1. Soit $, un &at normal, fiddle sur M et y, ,..., yp q elements de M$ . 
Alors, pour tout n 2 1, 0 < E < 1, il existe une partition (~~),,~~.,z,, de 
Punite dans M et deux unitaires a et u de M tels que: 
(0) -1 E A(#, u*n+r ) ou A(., .) est dt@ti comme dans [5, 3.1.31. 
(1) ll[V~9Pj]ll<EPour l<s<q4;O<j<2n. 
(2) II ws 0 a-* - v,oAdu-‘l(<spour l<s<q. 
(3) lb-lll,O 
Posons P= fZ,+,(uZntl)*, C= UP. 
(4) {ei, j = 22-j pi) 0 < i, j < 2n} est un s.u.m. du sous-facteur K, 
engendre’ par les pi et C, tel que: 
Adaoa(ei,j)=ejt.+,,it.+, pour O<i, jg2n. 
(5) I(Adaoa(P*)-PI\,<&. 
Demonstration. Soient 0 < E < 1 et n > 1 fixes et posons r = 2n + 1. 
Choisissons s1 > 0 avec 86, “* < E. Comme 4 est fiddle, il existe 0 < .s3 Q 
s2 < E, tels que si x E M, , nous ayons, d’une part, 
et d’autre part, (Ix((* <.s2=- IlxllrO~z( E,. Choisissons m E N tel que 
3(2-m)1’2 Q sJ8r. Pour p = l,..., r, choisissons, alors, par le lemme 2.7.5, 
des polynbmes (en z et z-l), R,(z) = CltlGk ap,lz’, h coefficients reels, tels 
we 
vz Ey P,(z)- (zf,(z')-')pl <@b, Vz E T, z*@J-,,,, IR,(z)l< 2, 
346 T. GIORDANO 
Soient A = C,,, la,,,] et prenons 6 > 0, avec 
Par 2.7.2, il existe une partition (pj)oGjc2n de I’unid dans M et un unitaire 
a, de M tels que, si nous posons ai = Ad a, 0 a, 
(1) Il[w,, ~~111 G.5 pour s = L.., 4 et 0 <j< 2~2. 
(2) am= Pj+n+l pour O<j< h- 
(3) Ila,- lII,G. 
(4) llws~~;*- vS 0 a-*(] < e/2 pour s = l,..., q. 
(9 II~~a~--9~a211<V. 
Comme &,(a:) = eM(a2), nous avons a: E E(M) et p,(af) = p,(a’). Par 
consequent, a, et la partition de l’unitb (p,)0~j~2,, satisfont les hypothkses du 
lemme 2.7.4. 11 existe, done, un unitaire u E M, avec: 
(a) upiu* = PI+,, pour 0 Q j< 2n. 
(b) lIaIW) - u-‘l14 < 4 pour lrl <k. 
(c) I( ws 0 ac2 - wS 0 Ad u-‘(1 ( e/2, pour s = l,..., q. 
(d) I]# 0 ai - $0 Ad ul] ( 6/2 et done, par (5), 
II$ oa*--#oAdu]]<& 
Par [S, 3.1.31, nous pouvons supposer que -1 E /i($, u’) et done, comme 
IIvsOa-2 - ys o Ad uwlIl < ]]wS o ae2 - ys o ac211 
+((WsOa-2--VISoAdu-‘(\ 
Les points (O)--(2) de 2.7.6 sont verifies. Comme dans [ 12, 3.61, on 
demontre, de plus, par (i), 
(ii) I/R,(u) - Gp]Jm = 1I(R,(u) - zF)* ]lrn < e3/4r, pour 1 < p < r. 
(iii) )Ia,(P)- al(R,(u))ll, Q 3fi ~5"~ + (&2/4r), et 
(3 1l~,(a,(u)) -~,@*ll, <Aa. 
Par (ii)- et comme R,(u*) = R,(u)*, nous obtenons: 
W IkG”) - WIQ < IlaM - ad~,WIl, 
+ IIRp@IW) - R,@*)ll, + II(RpW - W* I!@ 
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Par construction, 2Z’ = 1 et comme U’ commute aux pi, 0 < j < 2n, il en est 
de mime, de P = f,(u’)*, d’oti 
lTpjj,‘* = pj+ , , O<j<2n 
et, par condquent, {e,,j = uIi-jpj IO & i, j Q 2n) est un s.u.m. de K, le sous- 
facteur de type I,, engendrk par 2 et les pi. 
Posons a2 = CjI0 ej+n+l,n+ 1 a,(ej,J. C’est un unitaire de M, qui, par 
construction, satisfait: 
De plus, par (v), nous avons 
(4 Ita2 - 1 Ih G 2 II ej+n+l.n+la,(ej,O)-ej+n+l,j+n+, mII 
j=O 
< 5 IIPn+&q(li) - Wll, < E2. 
j=o 
Posons a = a,a, . C’est un unitaire de A4, qui par construction, vkrifie les 
points (3) et (4) de 2.7.6. En effet, par (3) et (vi), 
lla - 1 II0 < lla, - 1 II@ + II6 - 1 II9 Q 6 + e2 < 2&, . 
DCmontrons maintenant le point (5) de 2.7.6. Posons /3 = Ad a 0 a et 
kvaluons IIp(u) - u * IId. Tout d’abord, remarquons que, par (b) et (vi), 
Par ailleurs, 
II a,u*aT - u*llm 
~(la2-~~(~+(I(a2-1)~*(~~=~la2-11/~+~la2-1~~~~Ad~ 
<[(a, - 1 (I@ + 2 114 0Ad u - # 0 a2ll”2 + l/a2 - 1 Ilmoa~ 
<E2+2w2+&,. 
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Done 
(4 II/W) - u*llm < II al(u) - U*IIOoAdo, + Ila2u*4+ - u*l/,++ 
< 2fi E;/= + 6 + &2 + 2~5’~~ + E, < 8~ ;I’. 
Or, comme @(UT = zT*, nous avons 
0 = p?(zT*) - zill @oAdu 2 ~I~(p*)~(u*) - U)Ii@oAdu 
- I!@(‘*) - p>“l10 oAd u 
et done 
IIb(‘*) -‘Ii, = IIP(p*>@(u*) - ‘)li6oAdu 
= IIuw*) - 4u*Il, = IMu> - U*llm 
Par (vii), nous obtenons le resultat cherche. Q.E.D. 
Troi.&me partie de la dkmonstration de 2.6. Nous choisissons une suite 
h”)“, 1 d’entiers 21 telle que ~~=i 1/(2n, + 1) < 03 et, comme dans la 
demonstration du theorlime 1, posons 
6” = 2-(“+y2n” + 1)-‘(n, + 1)-’ 
et choisissons une suite (E,),.+, de nombres reels positifs, avec E,, i < E,,, Vv 
et satisfaisant un analogue du lemme [5, 3.2.31. 
Demontrons maintenant deux lemmes techniques que nous utiliserons dans 
la preuve du lemme 2.7.9. Le lemme 2.7.7 est une generalisation du lemme 3 
de [17]. 
LEMME 2.7.7. Soient ii4, un facteur de type II, ou III; 4, un &at normal, 
Jdt?e sur M; u, un unitaire de M et N, le souslfacteur de type I,, engendre’ 
par (ei,j)l<i,j<29 ufl s.2.m. duns IV. Posons E = SUP~,~((][U, ei,j]l]$ 
ll[u*v ei,j]jl$). Zl existe, alors un unitaire v de N’ n M tel que 11 u - vllm#< 
12fi E. 
Dkmonstration. Comme l’esperance conditionnelle de M sur N’ fT A4 est 
donnie par E(x) = i Ci,j ei,jxej,i, x E A4. nous ayons 
Comme, pour tout unitaire .z et tout x de M, 
[z, x1.2* = z[x, z*] 
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et done, que 
Ik 4llevkiz = llk~+*11@ = II[ZJ*l*llm 
nous avons 
(0) et de mtme, 
suPw(u*) - u*ll@Y IIJw*) - ~*Il@aAdU*) < 2&* 
Posons, par commoditt, E(u) = t et rappelons que t E (iV’ f7 M), . Soient 
w I cl, la d&composition polaire de t et w* It* 1, celle de t*. Comme 
I tl + 1 > 1, nous avons, par (0), pour x = 4 et x = 4 0 Ad U, 
II I4 - 1 IIx < II t*t - 1 III < II t*@ - 411x +II t* - u* Il*ki $4’ Q4. 
Nous avons de mtme, pour v = Q et V= 4 0 Ad u *, 
II It* I - 1 II@ G 4&. 
Soient g, , le projecteur initial; g, , le projecteur final de w. Nous obtenons, 
par les intgalitks ci-dessus 
Il~--wll,4l~--wl4lI,+Ilwl-l>ll* 
Q I/u - 4l,+ II ItI - 1 II& 6~ 
et aussi II u* - w* lIti < 6~. Nous avons alors 
II 1 - g,Il, = IIU - &)~*ll@.Adu* = IIU - g,)(u* - W*)II~.Adu’ 
< lIu* - ~*ll+,mp < 6~ 
et de m2me, 
II 1 - &II@ = IIV - &)4l@ddU =ll(1 - gz)@ - WII,ddu 
< Ilu - wllmom, G6.5. 
Comme g, et g, sont des projecteurs Cquivalents, 1 - g, et 1 - g, le sont 
aussi, car N’ n M est de type II, ou III. Soit w,,, une isomktrie partielle de 
N’ n M, de support initial 1 - g, et de support final 1 - g,. Posons v = 
w + wO. C’est un unitaire de N’ n M et il satisfait les conclusions du lemme, 
car 
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IIU - vllm ,< IIU - WIl@ +Il%llm = Ilu - 4l@ + II 1 - dim ,< 12& 
llu* -u*&, < Ilu* - ~*Il,+ll~,*ll,=lI~*- w*ll@ + II 1 - g,Il, ,< 12&* 
Q.E.D. 
LEMME 2.7.8. Soient M, un facteur de McDusf, a predual separable, de 
type II, ou III; a E Ant(M); #0, 4, ,..., 4, des etats normaux, fideles sur M et 
O<E<l. 
Si P est un unitaire de M avec ]I a(P*) - PI],, < E, il existe un unitaire v 
de M tel que 
G-4 II va(v*) - PlI,o G 2E 
(b) Jlv- 1ll,<2llP- lll,j~ourO<j<n. 
Demonstration. Soit o, un ultratiltre libre sur iN. Par le lemme [ 12, 2.11, 
il existe un sum. (El,j)iGi,jG2 dans M, tel que a,(Ei,j) = (-l)‘-‘Ej,/. 
Soit 27 = {f&..., $,, f& o a, $,, o Ad P*} et choisissons 0 < 6 < (l/12 fl) 
Inf(]] P - 1 ](x, x E 9) et 686”’ < a. 
Par les propositions [5, 1.1.31 et [2, 2.81, il existe un s.u.m. (ei.j)ici,j<T de 
Mtelque,pourXEYetpour l<i,j<2, 
IIa(ei,j) - (-l)'-'ej,illx < c5 
II Lpy ei, jllc G d et II [P*T ei,jllr G 6- 
(1) 
Notons N, le sous-facteur de type I,, engendre par les ei,j, 1 < i, j < 2. Par 
le lemme 2.7.7, il existe un unitaire Q de N’ n M tel que I/P - Q]]: < 12 fl 6, 
pour tout x de 9. 
Soit (f, ,f,), la partition de l’unite de M, dllinie par h = $( 1 + 
(-l)‘(e,$, + e,,,)) et posons v =f, + uz. C’est clairement un unitaire et il 
satisfait (b), par le choix de 6. 
Pour demontrer (a), remarquons, tout d’abord, par (l), que 
et que 
II4.fJ -fiIlmooAdP~ = t Ila@,, +ed + e,, + e2111mo.AdP~ G 8. 
LEMME 2.7.9. Soient M, un facteur de McDuff de type II, ou III, 2 - 
predual separable et a, un antiautomorphisme avec a2 E Int(M) et 
satisfaisant les conclusions de 2.1.1; (, un &at normal, Jidele sur M et 
<Wj>j> 19 une suite d’elements de [0, #I,,,, . 
I1 existe alors une suite de couples (K,, v,)~>, , 06 K, est un sous-facteur 
de M, v,, un unitaire de M, telle que, pour tout v > 1, 
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(a) K, commute avec les Kj, j < v. 
(b) K, est engendrP par une partition de PunitP (pi”)o<j<zn, et un 
unitaire u, ; u, 2b+’ = 1; u,pi”u,* = p;+l,pour O<.i< 2n,. 
(cl Il[v,, u,lll <6,, Il[w,, pplll< 6, pour r < v et 0 <.i 6 2n,. 
(d) v, commute avec K, ,..., K,-, . 
(e> lb, - WJ-, ... v,]]z< 11/(2n,+ 1). 
Posons a, = Ad(v,v,-, ... v,) 0 a pour v > 1 et par convention, a0 = a. 
09 p,, laisse globalement invariant K,, pour r < v. Plus prPcis&ment, 
{e;,j = ukpJp; ( 0 < i, j < 2n,} est un s.u.m. de K, tel que, pour 0 & i, j < 2n,, 
%(G,j> = ei’+“r+ I,i+n,+ I- 
(g) Pour k < v, 
IIw~o~,‘-w~oA~(~;..~,)-~I~~E,. 
Dt!monstration. Supposons (K, , vr),..., (K,, vu) construits et determinons 
w,+19 V”,,). 
Soient Q, le sous-facteur engendre par les Kj, j < v; m, la dimension de Q; 
N= Q’nM et U= u, .a. u,. Pour 1 < r < v + 1, soient I& s = l,..., m des 
elements de N* qui satisfont les conditions de (5, 3.2.61, relativement a vr. 
Choisissons 0 < E < 6,+ r telquesixEM,={xEM\]lx]l<2} 
\ I 
[Il4~4* [IIXV” **- hII& 2n”+: + I 1. 
Soit o, un ultrafiltre libre sur N. Par un raisonnement semblable a celui 
effect& dans [12, 3.101, on verifie que a, d&it, par restriction, un 
antiautomorphisme de N, qui satisfait les conclusions du lemme 2.7.1. 
Comme 4],,, est un &at normal, fiddle sur N, il existe par le lemme 2.7.6, une 
partition (P~+‘)0(j<2nu+, de l’unitl dans N et deux unitaires a et u de N tels 
que: 
(1) -1 E Ll(dIN, u2”~+~+1). 
(2) II[~S,piO+‘]ll~6~+,pour l(s<m;r=l,..., v+l. 
(3) II~soa;2-WSroAdu-1J(~&,+,/2. 
pour 1 Qs<m; 1 QrQv+ 1. 
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Posons P=fZn,,+,+l(~2n,+1)*, u*,+, = UP et K,,+,, le sowfacteur de type 
I Zn,.+,+l’ engendre par u,, , et les py”. 
(5) {e;,f’ = u~;j, pJ+‘IO,<i,j,<2n,+,} est un s.u.m. de K,,,, tel que, 
pour O,<i, j,<2n,+,, 
(6) ]]Ad a 0 a,(P*) -PI/, ( E. 
Les conditions (a)-(c) du lemme se veritient, en utilisant (1) et (2), comme 
dans le lemme [ 12, 3.101. 
Construisons, maintenant, z),+ r. L’antiautomorphisme a” = Ad a o a, laisse 
K:,, fTN globalement invariant et done, d&nit, par restriction, un 
antiautomorphisme de K: + 1 n N, qui est un facteur de type II, ou III. 
Comme P E N et commute a u,, r et aux p;’ ‘, P E K:, , n N et done, par 
(0), (6), et le lemme 2.7.8, il existe un unitaire v E K:+ , n N tel que 
(7) II~~(~*)--ll,.~;~~~“tl /28, II u - 1 (Ix< 2 IIP - 1 /Ix pour x = 4 et 
x=$oAd(v;..v,)*. 
Posons v, + , = va. Par construction, 21,+, commute aux Kj, j < v et done (d) 
est verifit. Posons V = 0, . . . v, et demontrons (e). Par detinition de P, nous 
avons 
IV- III G 2nz,+; + 1 
et done, par (0), (4), et (7), 
II@ ~+~-~~~llm=lI~~-~Il,..,,~~Il~-~II,..~,~+ll~-~Il,..~~~ 
2n 1 
< 2n “,,+I + 2n “+l+l’ 
De plus, 
II v*tvv*+ 1 - l)llm = II vu*+ 1 - 1 II@ = II vu+ 1- 1 I/$ 
6 llv - 1 II, + [la 2n - 1 llm 4 2n 
v+1+1 
+ E. 
Done, I](v,+, - l)v, . . . v,]I,#< 11/(2n,, , + 1) et (e) est prouvl. Comme, par 
construction, aUt, = Ad v,+, 0 a, verifie (f), demontrons, maintenant, (g). 
Pour cela, remarquons que 
I((oo?-*-+Y;* II < 2 Ila;‘@> a;‘@*) - 1 II@ 
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et done que, par (7), 
(8) II~~oa,;Z,-yl,oir-*oAdP*II 
=I)l+Yro a’-* o Ad(c(v)u*) - w, 0 i-* 0 Ad I’*]] 
< 2 11 ua’(u*) - PII@& 
D’autre part, now avons, par (2) et [5, 3.2.61, 
(9) 11 vr 0 CT-* - w, 0 Ad(uU)-’ II 
< II vr O cr--* -~~~~;*11+II~r~~;*-~r~~~~~~-‘ll 
E E Utl <4++T. 
Done, par (8) et (9), 
~(~~~a~~,-~Wr~Ad(~,+,~,~~~~,)-lll 
< 11 yr o a;-?, - ty,, 0 ii-* 0 Ad P* ]I + ]I I, 0 a’-* - v/, 0 Ad(uU)-’ II 
Pour terminer la demonstration de 2.7.9, remarquons que pour v = 1, les 
conditions (a), (c), et (d) sont vides. La construction de (K, , 0,) s’effectue de 
la m&me maniere que ci-dessus, avec v = 0 et a,, = a. Q.E.D. 
Fin de la dtfmonstration de 2.6. Par le lemme 2.7.1, nous pouvons 
supposer que a satisfait les hypotheses du lemme 2.7.9. Choisissons un &at 
normal, fiddle 4 sur M et une suite (IJI~)~> 1 de [0, #lMM,, qui est totale dans 
M,. Nous construisons, comme dans le lemme 2.7.9, une suite de couples 
W,, u,),>, et nous avons alors: 
(1) Les K, engendrent un sous-facteur K de M et M est isomorphe au 
produit tensoriel de K par K’ n M (appliquer 2.7.9 (a), (c), les lemmes [5, 
3.2.2 et 2.3.61). 
(2) Les unitaires a, = V, . . . u, convergent *-fortement vers un unitaire 
a de M (par 2.7.9(e)). 
Posons a ,=Adaoa. 
580/51/3-l 
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(3) Pour chaque v > 1, a,(e;,j) = e;+.U+,,i+n,.+, pour 0 < i, j< 2n,. 
(par 2.7.9(f) et (d)). Rappelons que, par 2.7.9(c), nous avons, pour k < v, 
(4) Il1Wk~e~,jlll = Il[Wk, Ul-‘PJIII 
G Il[WkY P lll + II[Wk9 4-9 G W” + W”. 
Pour tout v > 1, z, = CJ?J; ejv,j+n,+ 1 est un unitaire de K,, qui, par (4) et le 
choix de 6,, satisfait, pour k < v 
(5) II ok 0 Ad ZD - v~II = II Lw,, zuIII G (2~ + 1)’ SuP,,j lI[~lk, G’,jlll Q 2-” 
I/V/~ 0Adz;‘- I,v~II < 2-“. 
- 
Posons ~9 = lim,,, Ad(z, zz ... zJ. Par (5), 8E Int(M) et BIKJw= 1. De 
plus, par construction, pour chaque v > 1, 
0 0 a,(e;,j) = e;,,, pour 0 < i, j < 24, 
et done, comme par 2.7.9(g),&,,, = 1, nous avons (0 0 a,)’ = 1. 
Comme a o (0 o a,) E Int(M), la proposition est demontree avec 
j?=B0C&. Q.E.D. 
3. CLASSIFICATION, A I?QUIVALENCE PRI?S, DES TRANSPOSITIONS 
DES FACTEURS INJECTIFS, AGISSANT DANS UN ESPACE DE 
HILBERT &PARABLE,DE TYPE III,, A# 1, AINSI 
QUE DU FACTEUR D'ARAKI-WOODS DE TYPE III, 
Soit R,, le facteur d’Araki-Woods de type III,. Par la proposition 2.2 et 
la proposition 1.10, 
Int(R,) = Aut(R,) 
et done nous avons par le theoreme 1, rappele dans l’introduction: 
THBOR~ME 3.1. Deux transpositions du facteur d’Araki-Woods de type 
III, sent &uivalentes. 
Soient 0 < 2 < 1 et R,, le facteur injectif de type III,. Comme, par la 
proposition 1.10, le groupe des automorphismes du flot des poids de tout 
facteur M de type III, (0 < L < 1) est topologiquement isomorphe a 
il existe deux classes de cdnjugaison d’automorphismes involutifs du flot des 
poids de R,, correspondant a 1 ou u/;5, modulo {A’},, . Par le theoreme 2.4, 
nous avons alors: 
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THBOR~ME 3.2. Soient 0 < ,I < 1 et R,, le facteur injectifde type III,. Zl 
existe exactement deux classes dt!quivalence de transpositions de R, . 
Remarque 3.3. Dans 1.15, nous avons exhibt une transposition de 
module 1. Construisons explicitement une transposition de R, de module fl 
modulo {A.n},,sz. 
Soient Q = IR X IO, co [ c ‘IR’ et p, la mesure dtfinie sur a par la mesure 
de Lebesgue sur iF?*. Soit 
G= [(a,b)= c. i)EGL,(Q)la>O/ 
le groupe des transformations affines et preservant l’ordre de la droite ration- 
nelle. L’action de G sur R, definie par (a, b)(x, y) = (ax + b, (l/a) y) pour 
tout (a, b) E G, (x, u) E Sz preserve la mesure ,u, est libre et ergodique. 
Comme G est resoluble, le produit croise IV*(Lm(O,~), G) est isomorphe a 
R 0.1’ 
Delinissons un groupe ii un paramttre, /I, d’automorphismes de (a, p) par 
PAX, VI = (xv KY) pour (x,Y)Ca et sElRT. 
Comme p commute a l’action de G, il se prolonge en un groupe a un 
parametre, toujours note /I, d’automorphismes de R,,, . Par la 
proposition 1.9, mod,, ,(/I,) = s. En effet, si r est la trace canonique sur 
W*(L”O(Q,,u), G), nous avons, pour x = CG a,u, E W*(Lm(R,p), G), , 
Rappelons que cette construction, due a M. Takesaki, est parue dans [ 161. 
Soit u, la transposition canonique, definie sur W*(Lm(R, p), G), par: 
V c ap, E ~*(~‘V&P), G). 
G 
Pour tout sE IRT, a,=/I, o u detinit alors un antiautomorphisme de R,,, de 
module s, qui commute avec /I. 
Pour A E 10, 1 [, considirons le facteur injectif de type III,, R,, comme le 
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produit croise de R,+ = W*(L “(a, p), G) par l’automorphisme PA-, . Soient 
I, I’injection canomque de R,,, dans R, ; V, un unitaire de R, avec 
IcO,-,(x)) = Ad V(l(x)) (Vx E R,,,); E, l’esperance conditionnelle canonique 
de R, sur Z(R,,,) et notons (, la trace genlraliie sur R,, donnte par 
SOI-’ t E, ou 7 est une trace normale, lidele, semi-finie sur R,,, . 
Comme, pour s E [R T, l’antiautomorphisme a, commute avec DA-, , il 
induit, par la proposition 1.13, un antiautomorphisme 6, de R,, tel que 
V-“I(a,(x,)) pour 2 1(x,) V” E R, 
ncz 
et tel que mod(d,) = s modulo {Jn}neh. En effet, nous avons 
fp 0 ii; 1 =7oI-’ oEofi-,=zoa,-,oI-‘oE 
=~7oI-‘oE=qj$ 
d’oti le resultat par la proposition 1.10. 
Posons s =J-l’*. Comme C&~/~(X) =pA-,(x), pour tout x E R,,,, nous 
avons: d:-,,2 = Ad V, car, par construction, tZ,( v) = V*, pour tout s E IR T . 
Par le lemme [ 12, 1.61 il existe un unitaire w E R, tel que V* = w~~-,,~(w*). 
L’antiautomorphisme Ad w &A -1,2 est alors une transposition de R, de 
module fl modulo {A”),,. 
Remarquons aussi que OLi est une transposition de module 1. 
3.4 Transpositions des facteurs injectifs de type III,. 
Dans cette section, nous construisons, grace a 2.4, des exemples de 
facteurs injectifs de type III,, , avec n, n E N U {co }, classes d’equivalence de 
transpositions. 
Rappelons, d’une part, que, pour les facteurs injectifs de type III,, le flot 
des poids est un invariant complet d’isomorphisme ([3, Corollaire 7.61) et 
d’autre part, que tout flot mesurable, ergodique d’automorphismes sur un 
espace de Lebesgue, qui est aperiodique t conservatif, apparait comme flot 
des poids d’un facteur injectif de type III, [ 141. 
3.4.1. Soient (B, p), un espace de Lebesgue; Q, un automorphisme 
ergodique de B, quasi-invariant et (FolelR, le flot construit sous la fonction 
constante c = 1. Rappelons la construction de ce flot, qui est ergodique, 
aptriodique et conservatif. Dans l’espace mesure ~2 = B x [0, 11, muni de la 
mesure produit ji = ,U @ m (m = mesure de Lebesgue sur [0, 11) on identifie 
les points (b, 1) et (Qb, 0), pour b E B et le flot (F,),,IR est detini par 
F,(b,s)=(b,s+t) pour (b,s)EL?, s<l, et tE[O,l-s] 
Soit C((F,),,,), le commutant du flot (F&lR, c’est-a-dire le groupe des 
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automorphismes U de Q tels que, pout tout t E IR, U o F,(b, s) = P, o U(b, s), 
pour presque tout (b, s) E Q. Dans [ 131, Hamachi demontre le resultat 
suivant: 
PROPOSITION 3.4.2. Soit (Ft)tcR, comme ci-dessus. Nous avons alors 
C((FJ,,,) = {F, 0 (U x id) ( t E R et UE C(Q)] 
ozi (U x id)@, s) = (Ub, s), pour (b, s) E 0. 
Par un simple calcul, nous obtenons: 
COROLLAIRE 3.4.3. Soit (F&R, comme ci-dessus. Un t%ment S de 
C((F,),,,) est involutifsi et seulement s’il peut s’bcrire S = FI 0 (U X id) avec 
soit 
t=O et V=1 ou t=$ et U2=Q-'. 
Soit T, une transformation inversible de l’espace de Lebesgue (B, 9, p), 
preservant la mesure ,u, “minimal self joinings” au sens de Rudolph [ 181 
(existence [9, 181). Comme dans [18], pour tout k E R\J U { 00) (oti 
00 = Card(fN)), posons B,, le produit de k copies de B avec lui-mdme; 9k, 
la tribu produit; ,uu,, la mesure produit et Tk, le produit de k copies de T avec 
lui-meme. 
Pour XE Yk, le groupe des permutations de {l,..., k}, notons S,, la 
transformation de B,, detinie par 
S,(x, ,**.9 X&) = (X,-l(l),..., X,-l(k)), V(x 1 v..., xk) E B,. 
Par le corollaire [ 18, 3.21, nous avons 
C(T,J= U=S 1 = (,$I,Tr(f)) lnEY;etr: {L...kJ+-+E/ 
et on vtritie aisiment que 
s, ( @ T”“) = ( 
l<t<k 
Le resultat suivant se demontre lui aussi facilement: 
LEMME 3.4.4. Soient (B, 9, p); T, k comme ci-dessus; n E 9, et I, une 
application de {l,..., k} dans i2. 
(i) Pour que u= Sn(@I<r<& Tr”‘) soit Pidentiti, il faut et il suflt que 
z = 1 et que r(t) = 0, pour tout 1 < t < k. 
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(ii) Pour que U = S,(O,,,,, T”“) soit de carre’ un, ii faut et ii suffit 
que 7r* = 1 et que r(t) + r(n(t)) = 0, pour tout 1 < t ,< k. 
Pour tout nombre rtel r > 0, notons [r], sa partie entikre. 
LEMME 3.4.5. Soient (B, 9,p), T comme ci-dessus. 
(i) Pour tout entier k > 1, le cammutant C(T,J de Tk possdde 
[k/2] + 1 classes de conjugaison d&!ments involutfs. 
(ii) Si k = 03, il existe, dans C(T,J, une infinite’ de classes de 
conjugaison d&ments involut~jIs. 
Dbmonstration. Soit 1 < k < w fix& Pour dimontrer Ie lemme, il s&t, 
par 3.4.4(ii), de vCrifier I’assertion suivante’: Deux ClCments involutifs 
u= w%<f<k Tm”‘) et V= Sp(OIGIGk T”“‘) sont conjugub dans C(T,J si 
et seuiement si les deux permutations II et p le sont dans Yk. Or, comme, par 
3.4.4(i), deux permutations a et /I de Yk sont conjugukes dans Yk si et 
seulement si S, et S, le sont dans C(T,J, il suffh, pout prouver l’assertion, de 
montrer que, si U= Sn(@lcrGk T”‘“‘) est un 61Cment involutif de C(T,), il est 
conjugul A S,. 
Comme U* = 1, x2 = 1 et done II est un produit de transpositions de Yk, 
commutant deux A deux, c’est-h-dire 
n 
r= n (j2q,j2q+l) 0~ j,E {L...,kl, Vr, 
q=o 
j,#jp si rfp. 
De plus, nous pouvons supposer que, pour 0 < q Q n, j,, < j,,, , . 
Dkfinissons une application r: {l,..., k} I--+ Z, par 
r(j2,) = s(j2q)p r(j,,+J=O si O<q<n 
et 
r(t) = 0 si n(t) = t. 
On vkifie aiskment que, comme s(t) + s(n(t)) = 0, pour tout t E (l,..., k), 
I’ClCment W de C(T,J, difini par 
est tel que 
wuw-’ = s. Q.E.D. 
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LEMME 3.4.6. Soient (B, 9, p), T comme ci-dews. Pour tout entier k 
impair, T; ’ ne possdde pas de racine Carrie dans C(T,J. 
Dimonstration. Soient 7?E&, s: {l,..., k) I+ Z et U= 
S7@l<t<k T”“) E C(T,). Si U* = T;‘, nous avons, par le lemme 3.4.4(i), 
n*=l et s@(t)) + s(t) + 1 = 0. 
Comme k est impair, il existe t, E {l,..., k} avec r(t,,) = t, et done T;’ ne 
posskde pas de racine carrke, car nous devrions avoir 2s(t,) + 1 = 0. Q.E.D. 
Par 3.4.1 et en utilisant le corollaire 3.4.3, les lemmes 3.4.5 et 3.4.6, nous 
avons alors: 
PROPOSITION 3.4.1. I1 existe des facteurs injectif de type III,,, agissant 
dans un espace de Hilbert se’parable avec n, 1 < n < co, classes d’t!quivalence 
de transpositions. 
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